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   Παρουςίαςη  
        Με τθν διδαςκαλία αυτι κα παρουςιάςουμε μια διαιςκθτικι προςζγγιςθ 

των εννοιϊν: ρυκμόσ μεταβολισ ,παράγωγοσ και οριςμζνο ολοκλιρωμα 
ενϊ κα διευκολφνουμε ταυτόχρονα τθν κατανόθςθ των βαςικϊν αρχϊν 
τθσ Κινθματικισ. Μζςω δραςτθριοτιτων οργάνωςθσ πραγματικϊν 
φαινομζνων κίνθςθσ επιδιϊκοντασ  να ανακαλφψουν οι μακθτζσ το 
φυςικό νόθμα του μζςου και ςτιγμιαίου ρυκμοφ μεταβολισ. Αρχικά, το 
γράφθμα s-t μοντελοποιεί μία ςυγκεκριμζνθ κατάςταςθ, τθν κίνθςθ ενόσ 
μακθτι. Μετά χρθςιμοποιείται για να ερμθνεφςει τθν ςτιγμιαία ταχφτθτα 
ςε μθ ομαλι κίνθςθ. Πταν το γράφθμα  s-t είναι καμπφλθ γραμμι 
κακοδθγοφνται οι μακθτζσ να ανακαλφψουν ότι θ ςτιγμιαία ταχφτθτα 
ιςοφται με τθν κλίςθ τθσ εφαπτομζνθσ και εκφράηει το ρυκμό μεταβολισ            
( παράγωγο ) τθσ ςυνάρτθςθσ  s(t) . Με τθν αντίςτροφθ διαδικαςία, δθλ. 
τθν εφρεςθ τθσ απόςταςθσ  από το γράφθμα  v-t , δίδεται  νόθμα  ςτο 
οριςμζνο ολοκλιρωμα ωσ εμβαδόν. Ταυτόχρονα, ενιςχφεται θ 
οπτικοποίθςθ των πολλαπλϊν αναπαραςτάςεων τθσ παραγϊγου, μζςω 
του λογιςμικοφ  Geogebra.  

 



 
 
Διδακτική 

•      

 

       

      Θ διδακτικι που κα ακολουκιςουμε περιλαμβάνει δραςτθριότθτεσ με τθν 
ταχφτθτα, τθν απόςταςθ, τθν επιτάχυνςθ και τισ γραφικζσ τουσ 
παραςτάςεισ. Στθν 1θ ενότθτα που ζχει τίτλο ϋϋ Ειςαγωγι ςτθν ζννοια τθσ 
παραγϊγου ϋϋ επιδιϊκουμε να μάκουν οι μακθτζσ, υπολογίηοντασ τθν κλίςθ 
του γραφιματοσ  s-t τθσ απόςταςθσ, να βρίςκουν τθν ταχφτθτα και να 
ςχεδιάηουν το γράφθμα τθσ v - t. Στθ ςυνζχεια, από το γράφθμα v - t τθσ 
ταχφτθτασ , να βρίςκουν τθν επιτάχυνςθ και να ςχεδιάηουν  το γράφθμα τθσ  
α- t.  Στθν 2θ ενότθτα που ζχει τίτλο ϋϋ Ειςαγωγι ςτθν ζννοια του οριςμζνου   
ολοκλθρϊματοσ ϋϋ  κα χρθςιμοποιιςουμε το γράφθμα   v – t για τθν 
ειςαγωγι ςτον  Ολοκλθρωτικό Λογιςμό μζςω τθσ εφρεςθσ ακροιςμάτων και 
εμβαδϊν.  

 

 



  1Η  ΕΝΟΣΗΣΑ  -   ΠΑΡΑΓΩΓΟ΢   

   1η  Δραςτηριότητα  

• Ζνασ μακθτισ προχωρά με ςτακερι ταχφτθτα κατά μικοσ μιασ ευκείασ 
αρχικά διανφει  4m ςε  2 sec , ςταματά για 3 sec και ςτθ ςυνζχεια 
επιςτρζφει ςτθν αφετθρία ςε 1 sec .  

• Ηθτείται να αναπαραςτιςουν τθν κίνθςθ γραφικά ( γράφθμα s-t,               
(ςχιμα 1α) και ςτθ ςυνζχεια να ςχεδιάςουν το γράφθμα τθσ  v – t                        
( ςχιμα 1β ).  

• Επιδιωκόμενοι ςτόχοι: 
• 1. να ςυνειδθτοποιιςουν οι μακθτζσ ότι μία πραγματικι κατάςταςθ ( εδϊ 

το φυςικό φαινόμενο κίνθςθσ ) μπορεί να αναπαραςτακεί οπτικά με το 
γράφθμα μιασ ςυνάρτθςθσ . ( Θ ςυνάρτθςθ ωσ μοντζλο μιασ κατάςταςθσ)  

• 2. να ςυνδζςουν τθν ςτακερι ταχφτθτα ςε κάκε χρονικό διάςτθμα με τθν 
κλίςθ του γραφιματοσ   s-t , δθλ.  v = Δs/Δt = εφω  = κλίςθ του s-t                               
( Σχιμα 1α). 

 



 
   2η Δραςτηριότητα  

 • Δίνεται το γράφθμα s-t ( μοντζλο μιασ κίνθςθσ ) όπου φαίνεται και θ 
κλίςθ του ςε κάκε υποδιάςτθμα (ςχιμα 2α) και ηθτείται να ερμθνεφςουν 
το είδοσ τθσ κίνθςθσ και να γίνει το γράφθμα v – t  ( Σχιμα 2β).  

• Οι παραπάνω δραςτθριότθτεσ κζτουν τα κεμζλια για να αρχίςουν να 
διακρίνουν τθ ςχζςθ μεταξφ κλίςησ του γραφιματοσ  s-t και ταχφτητασ . 
Μετά κα επιςθμάνουμε ότι θ ταχφτθτα είναι θ πρϊτθ παράγωγοσ τθσ 
απόςταςθσ ωσ προσ το χρόνο και ςυμβολίηεται με sϋ(t) ι  ds/dt  . 

• Ξεκινάμε με το πλαίςιο τθσ ομαλισ ευκφγραμμθσ κίνθςθσ τθσ οποίασ το 
γράφθμα s-t χρθςιμοποιείται ωσ μοντζλο , δθλ. ωσ ζνα μζςον, για τθν 
μοντελοποίθςθ μιασ κατάςταςθσ και τθν κατανόθςθ του ρυκμοφ 
μεταβολισ και τθσ παραγϊγου ςυνδζοντασ αυτζσ τισ ζννοιεσ με τθν 
ταχφτθτα. Το απλό γράφθμα s-t κζλουμε να αποτελεί ςθμείο αναφοράσ             
( μοντζλο s-t ) ςτο οποίο κα καταφεφγουν οι μακθτζσ για να ςκεφτοφν 
τθν ταχφτητα ωσ  κλίςη- ρυθμό μεταβολήσ – παράγωγο τθσ ςυνάρτθςθσ 
s(t). Θεωροφμε ότι με αυτόν τον τρόπο κα αποκτιςει νόθμα θ ζννοια τθσ 
παραγϊγου και θ ςφνδεςι τθσ με τα φαινόμενα από τα οποία προζκυψε 
και τα οποία οργανϊνει.  
 
 



 
   3η  Δραςτηριότητα  

 • Ειςάγουμε τον προβλθματιςμό τθσ εφρεςθσ τθσ ταχφτθτασ όταν το γράφθμα 
s-t είναι καμπφλη ( κίνθςθ μεταβαλλόμενθ ).  

• Συγκεκριμζνα, δίδεται το παρακάτω γράφθμα  s-t που παριςτάνει τθν κίνθςθ 
ενόσ ποδθλάτθ και πρζπει οι μακθτζσ να υπολογίςουν τθν ταχφτθτα ςτο 
ςθμείο Α.  

• Θ διαφορά τθσ ςτιγμιαίασ από τθ μζςθ ταχφτθτα επιςθμαίνεται με τθν 
Τπόδειξη:  Η στιγμιαία ταχφτητα ενόσ κινθτοφ είναι θ ταχφτθτά του τθν 
τυχαία χρονικι ςτιγμι t. ΢τθν ομαλι κίνθςθ θ μζςθ ταχφτθτα vμ και θ 
ςτιγμιαία v ςυμπίπτουν. Όταν θ κίνθςθ δεν είναι ομαλι μποροφμε να 
κεωριςουμε ότι θ ςτιγμιαία ταχφτθτα προςεγγίηεται από τθ μζςθ ταχφτθτα 
ςε ζνα πολφ μικρό χρονικό διάςτθμα. Ζτςι, αν ςυμβολίςουμε με dt τθν πολφ 
μικρι μεταβολι του χρόνου και ds τθν αντίςτοιχθ μεταβολι τθσ απόςταςθσ 
τότε το πθλίκο ds /dt μασ δίνει τθν ςτιγμιαία ταχφτθτα v, δθλ.  v = ds/dt. ΢το 
ςχιμα 1 α    ( ταχφτθτα ςτακερι ςε κάκε υποδιάςτθμα ) είναι vμ = v αφοφ 
Δs/Δt = ds/dt = εφω .  

• Στην ομαλή κίνηση η μζση ταχφτητα είναι ίση με την στιγμιαία. 
 
      



Επιδιϊκουμε να εμπεδϊςουν οι μακθτζσ ότι: 
 
• 1. Η μζςη ταχφτητα  vμ  =  ιςοφται με τθν κλίςθ ( εφα ) τθσ τζμνουςασ ΑΜ 

( ςχιμα 3β ) και εκφράηει το μζςο ρυθμό μεταβολήσ . 

• 2. Η ςτιγμιαία ταχφτητα  v =  ιςοφται με τθν κλίςθ τθσ οριακισ κζςθσ τθσ 
τζμνουςασ ( το Μ προςεγγίηει το Α ), δθλ. με τθν κλίςθ (εφω) τθσ 
εφαπτομζνθσ ε ςτο Α (ςχιμα 3γ ) και εκφράηει το ςτιγμιαίο ρυθμό 
μεταβολήσ .  

 

 



Η  ζννοια τησ επιτάχυνςησ  
Θ ζννοια τθσ επιτάχυνςθσ δείχνει πόςο γριγορα αυξάνει ι μειϊνει τθν 
ταχφτθτά του ζνα ςϊμα, άρα εκφράηει το ρυκμό μεταβολισ τθσ ταχφτθτασ 
του ςϊματοσ .  
 
• 4η Δραςτηριότητα  
• Το γράφθμα  v-t  τθσ ταχφτθτασ ςε ευκφγραμμθ , ομαλά μεταβαλλόμενθ 

κίνθςθ ( Σχιμα 4 α) και ηθτείται να ςχεδιάςουν το γράφθμα  α – t  τθσ 
επιτάχυνςθσ ( Σχιμα 4β).  

• Αναμζνουμε από τουσ μαθητζσ να ςκεφτοφν ότι: θ επιτάχυνςθ ιςοφται 
με τθν μεταβολι τθσ ταχφτθτασ Δv προσ τον αντίςτοιχο χρόνο Δt                         
( α = Δv/Δt ) , άρα ςε κάκε υποδιάςτθμα ιςοφται με την κλίςη τησ 
γραφικήσ παράςταςησ  v – t (Σχιμα 4 α). Υπολογίηουν τθν κλίςθ και 
ςχεδιάηουν το διάγραμμα α – t  (Σχιμα 4β). 

 

 



   5η Δραςτηριότητα  

 
• Ηθτείται να υπολογίςουν τθν ςτιγμιαία επιτάχυνςθ ςτο ςθμείο Α, όταν το 

γράφθμα  v-t  είναι καμπφλθ γραμμι (Σχιμα 5 ). 

• Αναμζνουμε να εργαςτοφν με τον τρόπο που ζμακαν ςτθ 3θ 
δραςτθριότθτα. Ζτςι ελζγχουμε αν αφομοίωςαν τθν ζννοια τθσ 
παραγϊγου και ταυτόχρονα ενιςχφεται θ ςφνδεςθ των ταυτόςθμων 
πτυχϊν τθσ ( κλίςθ – ρυκμόσ μεταβολισ – διαφορικό πθλίκο ). 

• Τπόδειξη: Η ςτιγμιαία επιτάχυνςη ορίηεται ωσ θ μζςθ επιτάχυνςθ ςε ζνα 
πολφ μικρό χρονικό διάςτθμα. Αφοφ θ μζςθ επιτάχυνςθ ςτθ μετακίνθςθ 
από το Α ςτο Μ ( Σχιμα 5α) ιςοφται με  dv/dt , για να βροφμε τθν 
ςτιγμιαία επιτάχυνςθ ςτο Α παίρνουμε τθν μεταβολι ςτο χρόνο όλο και 
ποιο μικρι. Αν ςυμβολίςουμε με  dt  τθν πολφ μικρι μεταβολι του 
χρόνου και  dv  τθν αντίςτοιχθ μεταβολι τθσ ταχφτθτασ, τότε το πθλίκο  
dv/dt μασ δίνει τθν   ( ςτιγμιαία ) επιτάχυνςθ . Πταν το ςϊμα κινείται με 
ςτακερι επιτάχυνςθ τότε θ μζςθ επιτάχυνςθ   και το πθλίκο dv/dt 
ςυμπίπτουν.  

• Επιςήμανςη: Η επιτάχυνςη α(t) εκφράηει τον ρυθμό μεταβολήσ τησ 
ταχφτητασ . Ιςοφται με τθν κλίςθ τθσ καμπφλθσ  v – t , δθλ. τθν παράγωγο 
τθσ ςυνάρτθςθσ  v(t)  και ςυνεπϊσ τθν δεφτερθ παράγωγο τθσ  s(t) . 
Συμβολίηουμε:  α(t) = v΄(t) = s΄΄(t).   

 

 

 

 



2Η  ΕΝΟΣΗΣΑ  
ΟΡΙ΢ΜΕΝΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ   
Στθν 2θ ενότθτα ςυνδζουμε τθν ζννοια του οριςμζνου 
ολοκλθρϊματοσ με τθν εφρεςθ τθσ απόςταςθσ από το γράφθμα 
v- t.  
  

• 6η Δραςτηριότητα  
• Δίνεται το γράφθμα   v- t ενόσ ςϊματοσ που κινείται με ςτακερι ταχφτθτα 

v = 3m/sec ( Σχιμα 6  ). Ηθτείται θ διανυκείςα απόςταςθ s .  

• Επιδιϊκουμε να δουν ότι από τον τφπο v =s/t προκφπτει s=v.t=4.3= 12 = 
Eμβαδόν Ορκογωνίου, με βάςθ t και φψοσ v , άρα s = E. Aυτό το  απλό 
γράφθμα τθσ ομαλισ κίνθςθσ κζλουμε να αποτελεί ςθμείο αναφοράσ         
( μοντζλο v-t ) όπου κα καταφεφγουν για να ςκεφτοφν τθν απόςταςθ ωσ 
εμβαδόν.  

 



 
   7η Δραςτηριότητα 
 • Ρεριγράφεται το αντίςτροφο πρόβλθμα τθσ 1θσ δραςτθριότθτασ , δθλ. 

δίνεται το γράφθμα  v-t τθσ ταχφτθτασ (Σχιμα 7α) με τθν οποία κινείται ο 
μακθτισ και ηθτείται το διανυόμενο διάςτθμα και το γράφθμα  s-t  (Σχιμα 
7β). 

• Αναμζνουμε να δουν ότι το γράφθμα s-t  που προκφπτει είναι το ίδιο με 
αυτό του ςχιματοσ 1α. Αυτι θ δραςτθριότθτα προετοιμάηει τθν αντίλθψθ 
ότι θ παραγϊγιςθ και θ ολοκλιρωςθ είναι αντίςτροφεσ διαδικαςίεσ .   

 



 
   8Η Δραςτηριότητα  

 • Δίνεται το γράφθμα τθσ ταχφτθτασ  v – t , μιασ ομαλά μεταβαλλόμενθσ 
κίνθςθσ, όπου  v(t) = 10t (ςχιμα  8 ). Ηθτείται θ απόςταςθ που διινυςε το 
κινθτό μετά από 5 sec. 

•  Τπόδειξη: Διαιρζςτε το χρονικό διάςτθμα t =5sec ςε 10 υποδιαςτιματα 
πλάτουσ Δt = 0,5sec. Θ ταχφτθτα ςε κάκε υποδιάςτθμα κεωρείται ςτακερι 
και ίςθ με τθν αρχικι ταχφτθτα ςε αυτό. α) Υπολογίςτε τθ μετατόπιςθ ςε 
κάκε υποδιάςτθμα Δt . β) Ρροςκζςτε αυτζσ τισ μετατοπίςεισ για να πάρετε 
μια προςζγγιςθ τθσ ςυνολικισ απόςταςθσ . γ) Ρϊσ μπορείτε να βρείτε μια 
καλφτερθ προςζγγιςθ; δ) Ρόςθ είναι θ ακριβισ απόςταςθ  που διανφκθκε;  

• Αναμζνουμε να προςεγγίςουν το εμβαδόν κάτω από τθ γραφικι 
παράςταςθ με ράβδουσ ςτακερϊν ταχυτιτων ςτα υποδιαςτιματα Δt. Δθλ. 
ςε κάκε μικρό διάςτθμα Δt, θ ταχφτθτα κεωρείται ςτακερι ίςθ με Δv , άρα 
θ αντίςτοιχθ απόςταςθ είναι: Δs = Δv Δt= εμβαδόν του ορθογωνίου . Αν τα 
χρονικά διαςτιματα Δt είναι πολφ μικρά τότε ιςχφει: Άθροισμα των 
εμβαδών των ράβδων  εμβαδόν του τριγώνου που περικλείεται από το 
γράφθμα v – t, τθν ευκεία  t = 5 και τον οριηόντιο άξονα .  S(t) = (t x v)/ 2 =( 
t x 10t )/ 2 = 5t^2 

 

 



 
  9Η Δραςτηριότητα  

 • Ηθτείται να προςεγγίςουν τθν διανυκείςα απόςταςθ, ςτα πρϊτα   8 sec, όταν 
το γράφθμα  v – t τθσ ταχφτθτασ είναι θ καμπφλθ του ςχιματοσ 9 α                                               
( κίνθςθ μθ ομαλά μεταβαλλόμενθ ) . 

• Αναμζνουμε να ςκεφτοφν ότι για να υπολογίςουν τθν απόςταςθ αρκεί να 
προςεγγίςουν το εμβαδόν κάτω από τθ γραφικι παράςταςθ με ράβδουσ 
ςτακερϊν ταχυτιτων ςε μικρά χρονικά διαςτιματα dt.  

• Θ προςζγγιςθ του διαςτιματοσ με ορκογϊνια, όταν θ ταχφτθτα μεταβάλλεται  
οδθγεί ςτθν ολοκλιρωςθ.  

• Στο ςθμείο αυτό επιςθμαίνουμε ότι: το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται 
από το γράφθμα τθσ ςυνάρτθςθσ v(t) ( v(t) ≥ 0 ), τον οριηόντιο άξονα και τισ 
ευκείεσ  t = α και  t = β εκφράηεται από το οριςμζνο ολοκλιρωμα τθσ 
ςυνάρτθςθσ  v(t) από α ζωσ β  ( ςυμβολίηουμε                 ) και ιςοφται με τθν 
απόςταςθ s(t) που διανφεται το χρονικό διάςτθμα * α, β + .  

 

• Συνεπϊσ :   s(t) =              = Εμβαδόν  

 



 
Επιδιϊκουμε να καταςτεί ςαφζσ ότι: 
 

• 1. από το γράφημα s – t τθσ απόςταςθσ υπολογίηοντασ τθν κλίςη 
βρίςκουμε τθν ταχφτητα  v(t) , δθλ. τθν παράγωγο  τθσ ςυνάρτθςθσ s(t) 
και , αντιςτρόφωσ . 

• 2. από το γράφημα  v – t  τθσ ταχφτθτασ υπολογίηοντασ το εμβαδόν 
βρίςκουμε τθν απόςταςη s(t) , δθλ. το οριςμζνο ολοκλιρωμα τθσ 
ςυνάρτθςθ v(t) . Θ κλίςη είναι θ  παράγωγοσ ενϊ το εμβαδόν είναι το  

      ολοκλήρωμα. Ζτςι ζχουμε μια πρϊτθ ( απλοποιθμζνθ ) ειςαγωγι ςτισ 
ζννοιεσ τθσ  διαφόριςθσ  και  ολοκλιρωςθσ , που μάλιςτα δείχνει ότι είναι 
δφο  αντίςτροφεσ διαδικαςίεσ .  

 



  
Σελικζσ Παρατηρήςεισ  

 • Χρθςιμοποιιςαμε τισ γραφικζσ παραςτάςεισ με μια προςζγγιςθ               
<< αναδυόμενθσ μοντελοποίθςθσ >> που φάνθκε να είναι χριςιμθ για τθν 
διδαςκαλία των βαςικϊν εννοιϊν τθσ Ανάλυςθσ. Εςτιάςαμε ςτθ ςφνδεςθ 
με τον πραγματικό κόςμο, τθν κατανόθςθ των γραφικϊν παραςτάςεων ωσ 
μοντζλα τθσ κίνθςθσ, και ςτθ χριςθ τουσ για εννοιολογικό μακθματικό 
ςυλλογιςμό . 

• Θ πειραματικι διδαςκαλία  ενίςχυςε τθν αρχικι μασ άποψθ ότι οι 
γραφικζσ παραςτάςεισ μποροφν να διαδραματίςουν ζναν διδακτικό ρόλο 
ςτθν κατανόθςθ των εννοιϊν τθσ Φυςικισ και τθσ Ανάλυςθσ . Συνδζουν 
τισ ζννοιεσ με τα φαινόμενα ςτα οποία αναφζρονται και ταυτόχρονα 
βοθκοφν ςτθν διευκρίνιςθ των εννοιϊν που περιγράφουν. 

 

 



 

 

΄΄ Όποιοσ τολμάει να διδάξει, δεν πρζπει 
ποτζ να πάψει να μαθαίνει .΄΄                                                            

                                         John Cotton Dana   

 

  

 


